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Sur lesnotions de quasi-homogeénéite
de feuilletages holomorphes endimension deux

David Marin

Abstract. Inthisnote, we recall the different notions of quasi-homogeneity for singu-
lar germs of holomorphic foliations in the plane presented in [6]. The classical notion
of quasi-homogenity allude to those functions which belong to its own jacobian ideal.
Given a foliation in the plane, asking that the equation of the separatrix set is a clas-
sical quasi-homogeneous function we obtain a natural generalization in the context of
foliations. On the other hand, topological quasi-homogeneity is characterized by the
fact that every topologically trivial deformation whose sepatrix family is analytically
trivial is an analytically trivial deformation. We give an explicit example of a topolo-
gical quasi-homogeneous foliation which is not quasi-homogeneous in the sense given
above.

Keywords: holomorphic foliation, singularities, quasi-homogeneity, unfolding.
Mathematical subject classification: 57R30, 32G.

1 Intr oduction

Cette note a été motivée principalement par la lecture de [6] ou I'auteur présente
et étudie différents notions de quasi-homogénéité pour les germes de feuilletages
holomorphes en dimension deux. L'objectif final est donner une classification
analytigue compléte. Or, ily a plusieurs fagons d’aborder le probléme. Par exem-
ple, on peut considérer un feuilletage dorfhdans undamille holomorphe (une
déformation ou un déploiement gedont ladéfinition sera rappelée en bref) et se
demander sur la dimension du plus grand espace qui contient toutes ces familles
a équivalence analytique prés (espace versel). Mais aussi, on peut s'intéresser a
'espace de modules analytiques dans la classe de tous les feuilletages topologi-
guement conjugués’A. Dans[2] nous avons traité ce probleme en donnant une
réponse précise dans le cas de feuilletages quasi-homogenes. Il est donc naturel
d’aborder I'étude du premier cas générigue non quasi-homogéne. Ceci arrive
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quand l'ordred’annulation a I'origine du feuilletagg est 4.D’aprés les résul-

tats de [6, 7], 'espace versel des déploiements équisinguliers d’un tel feuilletage
est de dimension 3. On espérait montrer que I'espace de modules analytiques
aurait aussi dimension trois, dont on savait interpréter géométriquement deux
comme étant les positions des séparatrices. C’'était en cherchant le troisieme
module dans le cas de fonctions qu’on a trouvé que en général il n’existait plus
(comme dans I'exemple qu'on présente dans cette note). C’est a dire, la po-
sition des séparatrices donnent les seuls invariants analytiques continus. Cette
conclusion semblait contredire le fait que la fonction présentée n’'était pas quasi-
homogéne. Finalement, on a vu que les différents notions de quasi-homogénéité
n'étaient pas équivalents pour cet exemple. D’aprés les définitions introdui-
tes par J.F. Mattei dans [6] il s'agit donc de donner un exemple de feuilletage
qui est topologiquement quasi-homogéene mais non quasi-homogéne au sens des
déploiements.

2 Définitions
Soit F,, un germede feuilletage holomorphe a l'origine d& défini parun
germe de 1-forme

o = a(x, y)ydx+ b, y)dy, a,be 0, awec Sindw) :={a=b =0} = {0},

ou O dénote I'anneade germes de fonctions holomorphes @, 0). D’aprés

un résultat de C. Camacho et P. Sad [1] un tel feuilletage admet toujours une
séparatrice, c’est a dire un germe a l'origine de courbe analytique irréductible
invariant. |l peut en admettre une infinité, on dit alors questdicritique. Sice

n'est pas le cas, on note Sep le germe de l'union des séparatricesuie

Définition 1. Soitw = a(x, y)dx+b(x, y)dy un germe de 1-forme holomorphe
non dicritique a l'origine deC?, | (w) = (a,b) C O lidéal engendré par les
germes de fonction holomorphasb, et f une équation réduite deep(w) On
dira quew estquasi-homogénsi et seulement sf € | (w). On dira qu'une
fonction holomorphe réduité est quasi-homogéne si= df est une 1-forme
quasi-homogene, i.e. $i appartient & son idégacobienJ(f) = (% %)

Une déformationu; = a (X, y)dX + by (X, y)dy dew = wg est legerme de
feuilletage holomorphe ddimensiori surC? x CP définit parle champ vecteur

X = bt(Xa y)ax - a{(xa Y)ay
dont lelieu singulier est{0} x CP. Un déploiement dev est un germe de
feuilletage holomorphe deodimensiorl surC? x CP définit parune 1-forme
P
Q = a(x, y; Hdx+ b(x, y; hdy+ Y ¢j(x, y; i,
j=1
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qui satistit la condition d’'intégrabilité A dQ2 = 0, telle que Sing2) =

{0} x CP etQ1—0 = w. A tout déploiemen dew on lui associe naturellement

une déformation sous-jacente. Une déformation est dite équiréductible si elle
admetune réduction de singularités (par éclatementgmille. Un déploiement

est équisingulier si la déformation sous-jacente est équiréductible. On envoie au
lecteur a [6] pour préciser ces définitions.

Une équivalence analytique (resp. topologique) entre deux déformations ou
déploiements est une conjugaison analytique (resp. topologique) des feuilletages
respectifs qui préserve la projectian : C> x CP — CP. Ondira qu’'une
déformation (resp. un déploiement) est analytiquement ou topologiquement
trivial si est équivalente a la déformation (resp. au déploiement) constante.

Soit f : C?> — C un germede fonction holomorphe a I'origine et = df.
D’apres [4], siw; est unedéformation topologiquement trivial de alors pour
chaqué le feuilletagef,, admet unéntégrale premiéere holomorpte Enplus,
on peut choisirf; dépendant holomorphiquemaetst. Il résulte que la déforma-
tion w; est sous-jacent&u déploiemen® = d F donné par le germe de fonction
holomorpheF : (C?+P, {0} x CP) — (C, 0) définie parF (x, y; t) := (X, y).
Remarquons quéa trivialité topologique (resp. analytique) du déploiement
Q = dF équivaut a I'existence des germes de homéomorphismes (resp. biholo-
morphismes)

@ : (C**P {0} x CP) > (C?**P {0} x CP) et |:(C,0) — (C,0)

tels qued(x, y;t) = (¢(X,y); 1), ¢o = id et F(gi (X, y);t) = I(F(X,y)).
D’autre partja déformation sous-jacente au déploiem@nt d F est topologi-
quement (resp. analytiguement) trivial s'il existe des germes de homéomorphis-
mes (resp. biholomorphismes)

@ : (CZP, {0} x CP) — (C?**P, {0} x CP)

et
L : (C**P, {0} x CP) — (C**P {0} x CP)

tels qued(x, y; t) = (¢(X, Y); ), po = id, L(z; 1) = (I:(2); t) et

Foi (X, y); ) = l(F(x, y).
Définition 2 (Mattei). Soitw un germe de 1-forme holomorphe a 'origine non
dicritique.

(1) Ondiraquew esttopologiqguement quasi-homogésiet seulement sitoute
déformation topologiquement triviale, de w satisfait I'équivalence:

La déformationw; est analytiquemerttiviale < la famille Sefw;) est
analytiguement triviale
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On dira que w est d-quasi-homogéneu quasi-homogéne au sens des
déploiementssi et seulement si tout déploiement équisinguliede
satisfait I'équivalence:

Q est analytiquement triviale> la famille Sep(Q2) est analytiquement
triviale.

3 Quelques remarques sur les notions de quasi-homogénéité

Dans la suite2 dénotera un déploiement d’'une 1-forme holomorphet w; la
déformation sous-jacente.

(@)

(b)

()

(d)

Il est bien connu que si le déploiemé&nest équisingulier alors la défor-
mationaw; est topologiquemeritiviale. D’autre part, dans [7] est montré

la réciproque sous des conditions génériques (notammentsice que

les auteurs appellent dans [qilasi-hyperbolique générique’est a dire

une 1-forme non dicritiqgue dont toutes les singularités du feuilletage ré-
duit sont dans le domaine de Poincaré et tel qu'il y a une composante
irreductible du diviseur exceptionnel dont le groupe d’holonomie est non
résoluble).

Si w est telle que toute déformation topologiquement triviale est sous-
jacente a un déploiement (par exemple gist quasi-hyperbolique géné-
rique) alors on a I'implication suivante:

o d-quasi-homogéne — o topologiquement quasi-homogéne.

Siw n"admet pas de facteur intégrant holomorphe (i.e. s'il n’existe pas un
germe de fonction holomorplegetel qued (g) = 0) alors:

o topologiquement quasi-homogéne—  ® d-quasi-homogeéne.

Sityg € C\ R alors ladéformationw; = xdy + tydx, t € (C, tp) de

» = wy, est topologiquemerttiviale et vérifie que Sefr) = Sep(w)

Mais comme le résidd est un invariant analytique de on aque cette
déformation n’est pas analytiquement triviale, et deno’est pas to-
pologiguement quasi-homogene. Par contre, il est bien connu que tout
déploiement équisingulier d’'une singularité réduite est analytiquement tri-
vial, d’ou résulte quev est d-quasi-homogéne. Cet exemple montre que
I'implication de (b) n’est pas vérifiée dans toute généralité.
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4 Miseen place des différents notions de quasi-homogénéité

Ainsi, on a vu que les notions de quasi-homogénéité topologique et au sens des
déploiements coincident sous des hypothéses génériques mais en général elles
sont différentes. Rappelons que un feuilletage est dit courbe généralisée sitoutes
les singularités qui apparaissent apres sa réduction ont une partie linéaire non-
dégénérée. Le résultat suivant de [6] met en place le rapport entre les différentes
notions de quasi-homogénéité det aussi de ses séparatrices:

Théoréme 3 (Mattei). Soitw un germe de courbe généralisée non dicritiqué et
une équation réduite deefw) alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) w estquasi-homogene (i.€. € | (w))
(2) w estd-quasi-homogene

(3) df est quasi-homogeéne (i.é. J(f))
(4) df estd-quasi-homogéne

(5) il existe un systeme de coordonnéesv), des fonctiong, h € O avec
g(0, 0) #£ 0 et desnombres entiéres positifg 8 etd tels que

f= Z aju'vl et go=df +h(u, v)(Bvdu— audv).
ai+pj=d

En plus, siw est quasi-hyperbolique générique alors les conditions (1)-(5)
sont équivalents a

(6) w esttopologiquement quasi-homogeéne.

A l'aide d’un exemple explicite, on verra a la section suivante quierpeut
pasajouter au théoréme une nouvelle assertion équivalente qui dirait:

(7) df esttopologiguement quasi-homogéne.

5 Un exemple explicite
Le résultat que nous proposons est le suivant:

Proposition 4. Soit f (x, y) = x> + y® + x3y. Alors,
() la1-formedf est topologiquement quasi-homogene.

(ii) la 1-formedf n'est pas d-quasi-homogene.
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C’est adire,d f vérifie (7) mais pas (4) ni (3) dans le théoreme précédent. En
particuliero = df fournit le contre-exemple qui manquait a la section 3. Sans
perdre généralité, on peut se ramener au cas de déformations et déploiements
dont I'espace de parametres €5t 0), i.e. avecp = 1. Dans la suite, on notera
O l'anneau degiermes de fonctions holomorphes §GF, 0).

Lemme 5. Soit f € @ un germe de fonction holomorphe etle déploiement
dew = df défini par la fonctlonF(x y; ) = ue(x, y)f(x y), ou u; est une
unitéqui vérifieug = 1. SoitJ I'idéal de @ engendrepar Letst 3‘ . Alors Q est

analytiquement trivial si et seulementfsf € J.

Preuve du Lemme 5. Commeug = 1, le déploiement2 est analytiquement
trivial si et seulement s’il existe une famille holomorghele biholomorphismes
de (C?, 0) telle que

fiogpy = f avec ¢o = id. (N

D’apréesla méthode du chemin, voir par exemple [3], la trivialité analytique du
déploiement2 équivaut a trouver un germe de champ vecteur holomorphe sur
C3

ot

tel que X(f;) = 0, car alors le flotp; de X vérifie (1). Remarquons que la
condition X ( f;) = 0 s’exprime comme

d ad ad
X=——A - _ —
(X, Y) ox Bi(X, y) by

fi
50 = A y)—+ Bu(X, y)—

ou d'unefagon equwalenteaﬂ feld. O

Avant de prouver la Proposition 4, faisons quelques remarques sur la fonction
f dont l'idéal jacobien estl = (5x* + 3x2y3, 5y* + 3x3y?). Le germe a
I'origine de la courbef ~1(0) étant topologiquememonjugué aux cing droites
{x® 4+ y® = 0}, le nombre de Milnor def (qui est un invariant topologique) est
égal a dimr C{x, y}/(x*, y*) = 16. Enfait, on peut vérifier sans peine qu’une
base du quotiend/J est lasuivante:

1,x, ¥, X2, xy, ¥2, X3, x2y, x¥%, v3, X3y, x2y%, xy?, x3y2, x%y3, x3y3,  (2)

d’ou résulte quef n’est pas quasi-homogéne (i.é. ¢ J) maism - (f) C J,
m étant 'idéalmaximal de I'anneau loca). Enplus, en utilisant la base (2) on
peut montrer aisément que

A(X, y) + B(X, y)—y e m® = A(X, y), B(x,y) € m. 3)
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Preuve de la Proposition 4. Pour montrer la premiére assertion on considére
une déformatiom; dew topologiquement tviale dont la famille de séparatrices
Sep(w) est analytiquemerttivial. Quitte a faire un changement analytique de
coordonnées on peut supposer que la famille(@@pest constante D'aprés

les remarques de la section 2, il existe une famille de germes de fon&ions
(C?,0) — (C,0) dépendant analythuemedm telle quewy = dR. Comme
Sep(w) = Sepdf) = f~1(0) on peufactoriser, commeF, = U, f olU; e 10}

est uneunité qui vérifieUp = 1. Laremarque clé est que la déformatiopest

la mémeque celle qui est sous-jacente au déploiement défini par la fonction
fi .= uf, ooy := ﬁ Nousmontrerons, a l'aide du lemme 5 que ce
dernier déploiement est analytiquement trivial, d’'ou découlera automatiguement
la trivialité de la déformatiom;. Sion écritu; sous laforme

(X, Y) = D ga (X, ",

n>0

on aquegy = 1, etg, € m pour toutn > 1. Il suffit, d'aprés le lemme 5, de
trouver Ac(x, y) = Y .o A, W' et Bu(x, y) = >, Bi(x, y)t' appartenant
a0 tels que

[Z(n + 1)gn+1t”} f— {Z At ] [Z a(ag:(n }

n>0 1>0 k>0

+ [Z B|t':| {Z a(g';f)tk} .

1>0 k>0

En utilisantque go = 1, uneinspection directe du coefficient d8 montre
I'égalité

n-1

ot _af 91 g 90
Arg By = f [<n+1>9n+1 Z(’* ax T oy )}

=0

Z( 8x 8:/)% |

pourtoutn > 0. Montrons par récurrence sugu’il existe A;, B; € m verifiant
les équation$4) jusqu’au I'ordren. Pourn = 0 I'équation a résoudre est

(4)

of of
— — = fo.
AO(’9x+Boay %
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L'existence deA, By € m résulte dufait que fg; € m- (f) ¢ I nm® car
01 € m. Supposonsnaintenant qu’il existed;, B; € m vérifiant (4)jusqu’au
ordren — 1. Du fait queAJ, Bj € m on entire que le deuxiéme terme de (4)
appartient aussi & N m®, cequi assure I'existence dAn, By € m d'apres (3).
De cette fagon nous avons prouvé oﬁgikeappartlent J:=Jx0,le complete

formel deJ. D’autre part, commé} est corwergent on conclut qu%— e J,
grace da fidéle platitude d® sur® (voir par exemple [8]).

Pour montrer la deuxiéme propriété il suffit de trouver un déploiement équi-
singulierQ2 = dF a séparatrices constantes (iFe(x, y; t) = u (X, y) f (X, y))
qui nesoit pas analytiquement trivial. 1l convient de prendgéx, y) = g(t)
avecq'(t) # 0. En effet, de nouveau par le lemme 5, on a que le deplmement
Q est analytiquement trivial si et seulemengsit) f € J. A partir du premier
terme non nul dg'(t), decette derniere condition on en tire glies J, ce qui
est manifestement faux. O

6 Conclusion

Pour finir, nous donnons un déploiement équisingulier e-semi-universel du feuil-
letage défini pad f ou f (x, y) = x>+ y° + x3y3. D’aprés[5], la dimension de
I'espace de parameétres d'un tel déploiement est trois, car I'ordre d’annulation
dedf est4. D'autre part, d’apres [3], on sait quasix, y), ..., a,+1(X, y) est

une baselu quotienti/mJ(f) alors ledéploiement

U (X$ ys ug, ..., u,u+1) = f(Xv y) + Ula]_(X, y) +---+ u;,H-laM-l—l(X’ y)

est unversel dans le sens que n'importe quel déploientefy, y; t) de base
(CP, 0) (non nécessairemedguisingulier) s’écrit sous la forme

ol ¢g = id, ¢:(0,0) = (0,0) et : (CP,0) — (C**1, 0). Dansnotre cas
w = 16 et on peut prendre comna(x,y) = x2y3, ax(x,y) = x3y? et

az(x,y) = f(x,y) car segprojections sumi/mJ sont linéairemenindépen-
dants. Considérons le déploiement suivant de, y):

FX, Yt b, t) = (L4 ) (F (X, ) + txPye + t2xPyP). (5)
Grace auxésultats de [6] concernant I'équiréductibilité, du fait que la famille de
séparatrices SepF) est topologiquemerttiviale on en tire que le déploiement
F est équisingulier. On peut aussi écrifesous la forme suivante:

F(X, y;t, o, t3) = (X, y)+(1+ta)t1a1(X, y)+ (1+tz)tax(X, y) +tzaz(X, y),
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d'ourésultequeF (X, y; ty, to, t3) = U (X, y; A(ty, t2, t3)) avec le changement de
base
Aty o, t3) = (L4 t3)ty, (1 +t3)tr, 13,0, ..., 0).

Comme la différentielle dé a I'origine est injective, (5) définit un déploiement
équisingulier e-semi-universel, voir [5]. Pourtant, le paramitest superflisi
on ne consideére que les déformations équiréductibles. de
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